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Poglavlje 1

Integral

1.1 Neodredeni integral

Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R: Funkcija F' : (a,b) — R za koju je
F'(z) = f(x) za svaki x € (a,b) naziva se primitivna funkecija (antiderivacija)
funkcije f.

Primjer 1 Odredite neku primitivnu funkciju slijedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) =a? @) f(z) =1

(b) f(z) = o= (e) fz) = e

(c) flz) =27 (f) f(z) =sinx
Rjesenje:

(a) TraZimo neku funkciju koja derivirana daje 22, Kako znamo da je (2) =

322, vidimo da je jedno rjeSenje F(z) = “3—; Primjetimo da smo tom
rjeSenju mogli dodati bilo koji konstantu jer (const)’ = 0. Tako je rjeSenje
inpr. F(z) = %3 +2.

(b) Znamo da je (z7) = 1272 pa je jedno od rjesenja F(z) = 227 + 1.

(¢) Npr. F(z) = (115)2" + e jer (27)' = (In2)2".

(d) F(x)=Inz. Ovdje je rjesenje npr. i F(x) = In(2z) jer

In(2z) =In2+Inz pa (In(2z)) = (In2+Inz) = (lnzx) = %
(e) F(x)=¢€"+4.
(f) F(x) = —cosz

Definicija 1.1.1 Za zadanu funkciju f(x) : (a,b) — R familija
{F(x)|F'(x) = f(z),z € (a,b)} svih primitivnih funkcija te funkcije zove se
neodredeni integral funkcije f i oznacava se sa [ f(x)dz.



Primjer 2 Odredite slijedec¢e neodredene integrale:

(a) [(z? + x4 1)dx (c) [
(b) J(Vz + cosz)dx (d) 1122
Rjesenje:

(a) Trazimo, kao i prije, funkciju koja derivirana daje 22 + x + 1 i znamo da
mozemo dodati proizvoljnu konstantu. Stoga je rjesenje: [(z?+z+1)dx =
%x3 + %1’2 + x + C gdje je C proizvoljna konstanta.

(b) [(T+ cosz)dr = 222 +sinz+C

In(z +2) + C, x> =2

dx __ _
© [ =m(arorc={ pErAES D

(d) 1f;2 = arctanz + C'

Osnovna svojstva integriranja: iz definicije neodredenog integrala i svoj-
stava derivacije lako se vidi da vrijede sljedece formule:

1) ([f(x)dz) = f(x),
2) [(\f(x)+ pg(x))de = X [ f(z)dz + p [g(z)da,
3) [f(¢(x))d (x)dw = [f(t)dt = F(t) + C.

Zadatak 3 Provjerite da vrijede slijedeée jednakosti:

(a) J(Ya)de = Yz +C (©) (Jo) = o2

(b) [(cos?z)'dx = cos* x + C (d) ([fsinz dx)/ _ sinw

x

Rjesenje:
(a) Imamo: [(Yz)'de = [tz 3de =1 [a~5de = {z+C.

(c) Ovdje mozemo koristiti definiciju neodredenog integrala i zakljucak izvesti
direktno ili ra¢unati:

dz ' 1
= (% =
(/cos%:) (tanz +C) cos?

(d) Koristimo definiciju neodredenog integrala.

Zadatak 4 Vrijedi li jednakost: ([ f(x)dz) = [ f'(x)dz ?

Rjesenje: Ne. Naime, (ff(z)d:)c)/ = f(z) dok s druge strane imamo: [ f'(z)dz =
f(z) + C. Uzmimo, npr. f(z) = a:

(/f(x)dx>/ - (/:m) — oy =
/fl(x)de/($)/dx=/dx:aj+C



pa, ako uzmemo C # 0 jednakost ne vrijedi.

Zadatak 5 Koristec¢i svojstva integriranja, nadite sljedeée integrale:
(a) [(22% +1)%dx (b) [(222 + 1)*Czdx
Rjesenje:
(a) [(22% +1)3dx = [(82% + 122 + 622 + 1)dx = 327 + 22° + 823 + 2+ C,
(b) [(22? 4+ 1)*zdx = f(Qx + 1)%03d(22% + 1) = 1 [(22% +1)*0d(222 + 1) =
1@V oo L (2224 )T 4 C
1~ a7 - 188

Napomena: U zadatku (b) smo, ustvari, proveli zamjenu varijabli (vidi poglavlje
Metoda supstitucije), ¢t = 222 + 1.

Zadatak 6 Nadite integrale:
(a) [ e da (©) [£tde

dx
b) [ et

Rjesenje:
(b)
d vV 1-— \/ —
/ / T z /\/x—l- d:c—f/\/x— ldx =
ve+1l4+vor—1
= 5/\/m+1d(x+1)—§/\/x—ld(x—l):
1 1
(c)
22 +1 i~ . 2
dx = podijelimo ta dva polinoma = [(z+ 1+ dx =
x—1 x—1
= 224242z -1)+C
Zadatak 7 Nadite integrale:
T T z+l_pge— 1
(a) [3"e"dx o) [F52—
(b) [T*3 *dx
Rjesenge:
(a)
/Swexdx _ /ez 1n36$d1, _ /e(1+ln3)wdx _
1 . 6(1+1n3)x
— (1+1nd)xd 1 In3 - - C
1+1n3/6 ((L+3)e) = T =+



(c)

2m+1 _ 530—1
/7101, dx

JEGE) 3G s () i [G) -

1 2
= = —— g+l % g
5In2 11155 +c
Zadatak 8 Nadite integral: [%+dz, gdje a,c # 0.
Rjesenje:
b z+2 z+d4b_4d
/‘““L dr = 9/ T /— iy
Cl’+d & x+g c JI—FE

= a{z+(b)lnz+]+c
c a ¢
Zadatak 9 Nadite integrale:
a) [tanazdx (c) [tan? zdx
b) [cot zdx (d) [cot? zdx

Rjesenge:

(a) [tanzdr = [SLgy = — [Heosz) — _n|cosa| +C

COosS ™

(¢) [tan® adr = [(Zhs —1)de =tanz —x+C

Zadatak 10 Nadite integrale:

(a‘) fsin24(21) dx (C) sidnzw
(b) fsin2 J(;i;gos2 T (d) cg:m
Rjesenge:

d(2x
(a) f§1n2(23¢) =2 fsm(f(gl) = —2cot(2z) + C

d
(b) fsinzxiosza: = fsé?nzx;rccoossz cdr = cos2 x + fsmzz = tanz —cotz + C
d d tan',l> -
(C) sinxx f251n2cosz - 2ftan2cos2 - f tan%z _1n|tan%’ +C
de  __ d _ _
@ JaH=taG— =~ —Intan (§ - %)[+C

Zadatak 11 Nadite integrale:

a) [xv/2 —brdx (b) [zV2 - ba2dx
Rjesenge:

(a)

1 1
/m\/2—5mdx = /—5(2—5x—2)\/2—5xd:ﬁ:—g/(2—5x)%dx+§/\/2—5xdw



1 : 2 1
= 5 /@~ 52)2d(2 — 5z) — o /(2 — 52)2d(2 — 5z) =
2 s 4 3
Zadatak 12 Nadite integrale:
(a) [e3°5%sinzdx () le:;; dx
(b) f(arcsinail)mz\/1—.’1:2
Rjesenge:
(a) [e*cTsinzdr = —% Jedesrd(3cosx) = —%ESCOSI +C
Zadatak 13 Nadite integrale:
(a‘) fefildx (b) 3312
Rjesenje:
(b)
/ dr_ _ l/wdle /dzfi a3 +2)
3% +2 2 3% +2 2 In3 3% +2
1 1 N

Zadatak 14 Nadite integrale:

. _ i +
ON k=l (b) e

Rjesenje:

(a) sin x4cos z dr — fd(sin r—cosx) __
sinz—cos x Isinz—cos x e

1.1.1 Metoda supstitucije

Ponekad mozemo olaksati integriranje ako danu varijablu zamijenimo nekom
prikladnijom prema slijede¢em pravilu:

/f(w(t))w’(t)dt:sb(t)JrC - /f<sc>dz:¢<w<x>>+c

Primjetimo da smo metodu supstitucije veé¢ indirektno koristili u nekim pri-
jasnjim zadacima.

Zadatak 1 Prigodnom supstitucijom rijesite sljedece integrale:
(a) [zV1+ 322dx (¢) [223""dx

1

(b) [z da



Rjesenje:
(a)
/x\/ 1+ 322dx

12
63

1 P
]t:1+3x2:dt:6xdx‘:6/\/¥dt: 40 =
1

9(1+3x2)%+c

Napomena: Nasa susptitucija ekvivalentna je donjem postupku koji smo
koristili u prijasnjim zadacima:

1
/x\/1+3x2da:z/\/1+3x26d(1+3x2):...
(b)
2qz° 3 2 1 t L,
z°3% dex = |t:x édt:3zdz|:§ e'dt = -e"+C =

1 P
= gemd + C

Zadatak 2 Prigodnom supstitucijom rijesite sljedece integrale:

OV Perere v (b) [20 g
Rjesenge:
(a)
dx o 1
= t = arcsinz = dt = —— LS
/arcsin2 V1 — 22 ’ = !
1
= : +C
arcsin x
(b)
2arctanx t
/de = ‘t:arctanxjdtzl—’_wz :/th
1 1
= 2t C = _— garctanz C
In2 * In 2 +

Zadatak 3 Odredite sljedece neodredene integrale:

g sin x cos = d cosx d
(a) ‘[ \/2sin? z+cos? = v (C) f V/2sin? z+cos? z v
b sin & d
( ) f v/ 2sin? x4+cos? x r
Rjesenje:

(a)
sinx cos T sinx cos x

de — 7:|t:sian:dtZQSinmCOSﬂ:
V2sin® z + cos? x V1 +sin’z

1 dt 1
= - | — =Z.9214+¢ =1 in2
> Tt 2 Vi+t+C=vV1+sinz+C



(b) i (c) sami

Zadatak 4 Odredite sljedeéi integral uz upotrebu navedene supstitucije:

dz eiia e — #2
(a) [ et supstitucija © =t
(b) [ ((if, 5 supstitucija z = sin? ¢
Rjesenje:
(a)
dz 9 . / 2t
—_— = r=t"=t=yride=2tdt | = | ——=dt =
/\/x(l—m) | ve | V2 (1 —t2?)
dt
= 2 = 2arcsint + C' = 2arcsinv/x + C
/\/1 — 2 Ve
(b)
d 2sintcost
/7:1: = |35:sin2t:>t:a1rcsin\/Eidcc:2sintcostdt|:/émicoS
x(1—x) sintcost
= 2/dt:2t+C:2arcsin\/§+C
Zadatak 5 Odredite slijedece neodredene integrale:
(a) [ mde (b) [Tt de
Rjesenge:
(a)
1 1+ ¢ 3+t
/idx = ’z:tQéd:p:Qtdt‘:/ + 2tdt:2/ o
1+ vz 1+t t+1
2 2
= 2 [ —t+2———)dt=-t*—t*+4t—4ln(l +¢ =
/( + 1th) 3 + n(l+t¢)+C
2~
= g\/ac3fx+4\/l>'—4ln(1+\/:;)+0
(b)
In 2 In2+1 d In2+¢
/nxda: - /&dxz ma=t= " —at :/udtz
zlndx z(In4 + Inz) x Ind+¢

In4+t—1In2 In2
= _—_— = 1— =
/ In4+¢ dt /( 1114+t) dt

= t—In2-Injlnd+¢+C=Inz—In2 -In|lnd+Inz|+C

Zadatak 6 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a) fw\/%, supstitucija z = 1




) fx\/%, supstitucija = = tant

Trigonometrijske supstitucije: Neka je a > 0.

1) Ako integral sadrzi radikal va? — 22, onda obi¢no stavljamo z = asint i

dobivamo

2) Ako integral sadrzi radikal vz2 — a2, stavljamo x =

Va2 —x2? = acost.

i dobivamo

cos t

Va2 —a? =atant.

3) Ako integral sadrzi radikal va? + z2, stavljamo x = atant i dobivamo

Va?+z2=

cost’

Zadatak 7 Primjenom trigonometrijskih supstitucija izracunajte:

2
b) [Y Aty
Rjesenje:

[7=

¢) [V1—a2dz

fr2vﬁg?5

. 2
sin“t
< costdt = /51112 tdt =

|a:—smt:>d1—costdt | —/

1-— 2t
/ cos / t— — /COS 2tdt =

1 1
it—zsiHQt—ﬁ—C:iarcsinx—§\/1—x2+c

dt
cos?t

1 1 dt
T =tant = dzr = = -
costtant cos?t

dt in? ¢ 2¢ int dt
/ _ / sin“t + c.os di — / sin dt + dt_
cos?tsint cos?tsint cos2 t sint

1 dt 1 1 cos &
+ v 5 et =
cost 2singcosy  cost 2 ) sin 5 cos? 5

71 +1/ dt L +1In |t +C =
- = n an =
cost 2 ) tanicos?L  cost 2
— 1+ tan?t
vVai+1+1In +tan +C=
tant

-1+ V1 +a?
Va2 +1+1In S e +C
x




1.1.2 Parcijalna integracija

Neka su u i v neprekidno derivabilne funkcije (svojstvo neprekidnosti ne¢emo
ovdje poblize objasnjavati, ono za nas znaci da je funkcija "dovoljno lijepa" da
se sa njom mozZe raditi parcijalna integracija). Onda je

/udv :uv—/vdu.

Primjer 1 Primjenom formule za parcijalnu integraciju izrac¢unajte

/ e” sinxdzx.

Rjesenje: Imamo

u=e" dv = —sinz

/e'qc sinzder = -— (/em(— sinx)dx) = =
du = e*dx v = cosxdx

u = e" dv = cosx

— <e‘” cosT — /cos xe%ix) = =
du =e*dxr v =sinzdr

= —e"cosx+eFsinx — /ew sin zdz.

Sada primjetimo da se integral od kojeg smo krenuli pojavio sa desne strane
ali sa suprotnim predznakom. Prebacimo ga na lijevu stranu i dobivamo:

Q/emsinxda: = ¢e%sinxz —ecosx

1
é/ezsinxdz = i(exsinzfexcos:z:)qLC

Zadatak 2 Parcijalnom integracijom rijesite:

(a) [xsinzdz (¢) [z%edx
(b) [z coszdx (d) [zIlnzdx
Rjesenje:

(a)

U= dv= —sinz
/xsinxdm = —(/x(—sinx)dm): =
du = dz v = cos zdx

= —mcosx—i—/cos:cdx: —xcosx +sinx + C



u =2 dv = e*dx

= = 2%e® — 2ze” +/2€zdl‘—$€ —2zxe” + 2" + C
du = 2dx v=e"
(c)
u=Inz dv = zdx 9
1 1
/mlnxd:c = = 2nx—/m2fdz—
2
du = % v= %
2lnz 1 2?lnz 2?2
= - = dr = ——+C
2 2/3”; 2 17

Zadatak 3 Rijesite parcijalnom integracijom:

Rjesenje:

9 U=z dvzm .
/\/LQdI = :x\/1+z2—/\/1+$2d9::
1+a du=dx v=+1+ 22

zV1+z22 — \}i =1+ 22—

dz
\/ 1+ x2 / V1+a?
Primjetimo da se pocetni integral pojavio sa desne strane i to sa suprotnim

predznakom; prebacujemo ga na lijevi stranu i dobivamo

x
2 [ ——dx V1422 — /
./\/1—|—x2 V1+ a2
/ d V1 + a2 ln(x—|—\/1—|—x2)+c
——dr = -
V1422 2 2
(b)
/ 2 u=x dv = qztvea - o
g = - +/ dr =
212 2 2
(I+2?) du=dz v= gl 2(1 + 22) 2(1 + 22)

x 1
_m + §arctan$+c

Zadatak 4 Rijegite:
a) f%dw (b) [(z® + 1) cos2zdx
Zadatak 5 Primjenom parcijalne integracije rijesite
a) [arcsinzdx ¢) [Va?+x2dz, a#0

b) [z?arctan zdx
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Rjesenje:

(a)

u = arcsinx dv = dx

x
arcsinxdr = =zarcsine — | ———=dx =
/ du = —4z v=2x /Vl_x2
Vi—z2
= garcsinz ++v1—-22+C
(b)
w=arctanz dv = z3dx 3 3
9 T 1 T
/x arctanzdr = = —arctanx — ffida: =
du — —dz g3 3 3 1422
U = 1422 v=r3
3 1 21 3 1 2411
= %arctanx— g/iliaﬁ §d(x2) = %arctanx - 6/796 :;Jr 1 d(z?) =

_ farctanﬂc—é(/d(x2)_/1dfi)2> N

z3 1, 5 9
= garctanx—g(x —In(l+2z%))+C

/\/a2+x2 = 7a2+x2 dgc—/a2 d:z:—&—/xQ dx
a2 +.T2 ‘/02+l'2 </a2+x2

Va2 + 22 2

%—%ln(va a’?+2?)+C =

= vidi Zadatak 3 (b) =

= a’ln(z+Va®+22)+

2

1
= %ln(x—i— a2+x2)+§x\/a2+x2+6’

1.1.3 Integriranje racionalnih funkcija

Za integriranje racionalnih funkcija najéesée koristimo metodu neodredenih ko-
eficijenata i metodu Ostrogradskog koju ovdje neéemo opisivati.

Metoda neodredenih koeficijenata: Nakon odvajanja cijelog dijela, in-
tegriranje racionalne funkcije svodimo na integriranje pravog racionalnog raz-
lomka:

(z)

Q(z)
gdje su P(x) i Q(z) polinomi takvi da je stupanj polinoma P(z) manji od
stupnja polinoma Q(z). Ako je
Q) =(xr—x1)™ ... (x —zp)™

gdje su 1, ..., x, razliciti realni korijeni polinom Q(z) a ay,...,«, prirodni
brojevi, onda gornji razlomak mozemo rastaviti na parcijalne razlombke:
Plx) _  An Aqz Aja,
Q(x) x—x (z—x1)2 T (z—x)®
Anl An2 + Ana”

r—x, (r—x,)2 T (r—xn)

!

+ ...




Neodredene koeficijente A1, Aia, ..., Ana, nalazimo tako da gornji identitet
svedemo na cijeli oblik pa izjedna¢imo koeficijente s istim stupnjem varijable x
ili tako da za x u tu istu jednadzbu uvrstimo prikladne brojeve.

Primjer 1 Izracunajte integral fﬁ gfig dx

Rjesenje: U zadanom integralu prvo odvajamo cijeli dio:
x2—5m+9_ﬂc2—5x—|—6+3_ 3
22 —-5x+6  a2-5x4+6 22 —5x+6
pa imamo
- —5x+9 dx
dr= [d dz 3| ——F—
/x2—5x+6x /F’/ —5 T /m2—5x+6

Sada je u brojniku P(z) = 1 $to je niZeg stupnja nego Q(x) = 22 —5x + 6 u
nazivniku. Vrijedi:
Q(r) =2 —5rx+6=(z—3)(z—2).

Stoga rastavljamo na$§ razlomak na sljedece parcijalne razlomke:

1 1 _ A B
22 -5x+6 (z-3)(z—2)

r—3 x-—2

Trazimo keoficijente A i B.
Prvi nacin: svodimo na$ identitet na cijeli oblik i izjedna¢ujemo koeficijente
s istim stupnjem varijable x.

1

2 —5x +6

A B
=t —— /@—3)@-—2) =

1 Alx-2)+B(z—-3) =
1 (A+ B)x —2A— 3B
iz Gega slijedi A+B=0 i —-24-3B=1 =
A=1 i B=-1

Drugin nacin: nalazimo A i B tako da uvrstimo zgodne vrijednosti za x u
jednadzbi 1 = A(z — 2) + B(z — 3), npr.

r = 2 = 1=-B =B=-1
=3 = 1=4A =A=1
Sada imamo:
22 —5x+9 dx 1 1
——dx = 3/ ——"7-——= 3 — dx =
/3132—5364—6m T /x2—5x+6 T /(m—?) x—2> v

x+3njz—3|—-3njr—-2|+C=2+3n i

-3
e

522 4+6x+9

=y eaaeled

Primjer 2 Nadite integral:

12



Rjesenje: Direktnim uvrstavanjem provjerimo da 3 i —1 nisu nule polinoma
u brojniku pa je, prema tome, razlomak skra¢en do kraja. Rastavljamo ga na
parcijalne razlomke:

522 + 6z + 9
(x—3)*(z +1)?
522 + 6249

A n B n c n D N
=3 (z—3)2 z+1 (z+1)

Alx =3)(x+ 1)+ Bx+ 1>+ C(z —3)*(x + 1) + D(x — 3)?

Uvrstavamo pogodne vrijednosti za x:

2
= 5.946:-3+9=B-16 = B:I—G:
8 1
= — :D~1 D:—zf
5—64+9 6 = 6= 3

Sada vratimo dobivene vrijednosti u po¢etnu jednadzbu i imamo:

2(52% + 62 + 9)

= A(x —

3N+ 1)+9x+1)2+Cx—3)%(x+1) +

To dalje rac¢inamo i izjednacavamo koeficijente uz potencije od z:

1022 + 122 + 18

koeficijenti uz

T

slobodni koeficijenti

=

Stoga slijedi:

3

= Az -3)(2* +22+1)+9(a? + 22 +1)* +
+ C(2* =62+ 9)(x+1)+ (2* — 6z +9) =
= A@® -2 -52-3)+9(* +2x+ 1)+ C(a?

A+C=0

—344+949C+9=18 = -344+9C=0

A=0 1 C=0.

/mmdw - /<2(m33)2+2(m_1~_1)2>d17—

9 1
= -3 2wty C

9

2

(x —3)%

— 522 + 32 +9) + (22 — 62+ 9)

(ovdje je C u zadnjem redu kao i obi¢no oznaka za konstantu, te nema veze za
C' iz rastava na parcijalne razlomke).

Zadatak 3 Rijesite sljedece integrale:
x +.L+1 d.’E

z(z2+1)
R]esen]e.

(a) Brojnik je istog stupnja kao i nazivnik pa prvo dijelimo polinome:

Sada imamo:

dx
b) | eeine

2+r+1 2P+ +1 1
— -1
x(z?2+1) s+ 3+

/x +m+1 / /
dr + 3
+a
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Rastavljamo razlomak u drugom integralu na parcijalne razlomke:

1 B é Bz +C
B+ x 2 +1
1 = A@*+ 1)+ (Bz+Cxz =

A+B=0, C=0, A=1 pa B=-1

B +z+1 dzx T
—————dz = d — — | ——dx =
/x(x2+1) v /x+/m /xQJrlx

1
x+1n|x\—§1n(x2—|—1)+6'

Slijedi:

b) Ovdje u nazivniku imamo jednu realnu, veé¢ istaknutu nultocku i polinom
drugog stupnja pa odmah trazimo koeficijente:

1 B A n Bx+C
(x—D(x2+x+1)  z—-1 224+z+1
1 = A@*+2+1)+(Br+0)(z—1) =
1 1 2
nakon izjednacavanja uz stupnjeve = A= 3’ B = —3 C= —3
Sada imamo:
2 4r+1 1 dx 1 T+ 2
—————dr = = —= | ———dx =
z(z2 4+ 1) 3Jx—1 3)a22+z+1
1 1 20 +1 3 dx
= —-In(z—-1)—= - = dr =
311(30 ) 6/:L'2+x+1 6/x2+x+1x
1 1 1 dx
= flnx—l—flnx2+x+1—f/7(dx

i ovaj zadnji integral je o¢ito arctan pa dovrsite sami.
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