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Poglavlje 1

Integral

1.1 Neodre�eni integral

Neka je zadana funkcija f : (a, b) −→ R: Funkcija F : (a, b) −→ R za koju je
F ′(x) = f(x) za svaki x ∈ (a, b) naziva se primitivna funkcija (antiderivacija)
funkcije f .

Primjer 1 Odredite neku primitivnu funkciju slijede¢ih funkcija:

(a) f(x) = x2 (d) f(x) = 1
x

(b) f(x) = 1√
x

(e) f(x) = ex

(c) f(x) = 2x (f) f(x) = sin x

Rje²enje:

(a) Traºimo neku funkciju koja derivirana daje x2. Kako znamo da je (x3)′ =
3x2, vidimo da je jedno rje²enje F (x) = x3

3 . Primjetimo da smo tom
rje²enju mogli dodati bilo koji konstantu jer (const)′ = 0. Tako je rje²enje

i npr. F (x) = x3

3 + 2.

(b) Znamo da je (x
1
2 )′ = 1

2x−
1
2 pa je jedno od rje²enja F (x) = 2x

1
2 + 1.

(c) Npr. F (x) = ( 1
ln 2 )2x + e jer (2x)′ = (ln 2)2x.

(d) F (x) = lnx. Ovdje je rje²enje npr. i F (x) = ln(2x) jer
ln(2x) = ln 2 + lnx pa (ln(2x))′ = (ln2 + lnx)′ = (lnx)′ = 1

x

(e) F (x) = ex + 4.

(f) F (x) = − cos x.

De�nicija 1.1.1 Za zadanu funkciju f(x) : (a, b) −→ R familija

{F (x)|F ′(x) = f(x), x ∈ (a, b)} svih primitivnih funkcija te funkcije zove se

neodre�eni integral funkcije f i ozna£ava se sa
∫

f(x)dx.
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Primjer 2 Odredite slijede¢e neodre�ene integrale:

(a)
∫
(x2 + x + 1)dx (c)

∫
dx

x+2

(b)
∫
(
√

x + cos x)dx (d)
∫

dx
1+x2

Rje²enje:

(a) Traºimo, kao i prije, funkciju koja derivirana daje x2 + x + 1 i znamo da
moºemo dodati proizvoljnu konstantu. Stoga je rje²enje:

∫
(x2+x+1)dx =

1
3x3 + 1

2x2 + x + C gdje je C proizvoljna konstanta.

(b)
∫
(
√

x + cos x)dx = 2
3x

3
2 + sinx + C

(c)
∫

dx
x+2 = ln(|x + 2|+ C =

{
ln(x + 2) + C, x > −2
ln(−(x + 2)) + C, x < −2.

(d)
∫

dx
1+x2 = arctanx + C

Osnovna svojstva integriranja: iz de�nicije neodre�enog integrala i svoj-
stava derivacije lako se vidi da vrijede sljede¢e formule:

1)
(∫

f(x)dx
)′ = f(x),

2)
∫
(λf(x) + µg(x))dx = λ

∫
f(x)dx + µ

∫
g(x)dx,

3)
∫

f(φ(x))φ′(x)dx =
∫

f(t)dt = F (t) + C.

Zadatak 3 Provjerite da vrijede slijede¢e jednakosti:

(a)
∫
( 3
√

x)′dx = 3
√

x + C (c)
(∫

dx
cos2 x

)′
= 1

cos2 x

(b)
∫
(cos2 x)′dx = cos2 x + C (d)

(∫
sin x

x dx
)′

= sin x
x

Rje²enje:

(a) Imamo:
∫
( 3
√

x)′dx =
∫

1
3x−

2
3 dx = 1

3

∫
x−

2
3 dx = 3

√
x + C.

(c) Ovdje moºemo koristiti de�niciju neodre�enog integrala i zaklju£ak izvesti
direktno ili ra£unati:(∫

dx

cos2 x

)′
= (tan x + C)′ =

1
cos2 x

.

(d) Koristimo de�niciju neodre�enog integrala.

Zadatak 4 Vrijedi li jednakost:
(∫

f(x)dx
)′ =

∫
f ′(x)dx ?

Rje²enje: Ne. Naime,
(∫

f(x)dx
)′ = f(x) dok s druge strane imamo:

∫
f ′(x)dx =

f(x) + C. Uzmimo, npr. f(x) = x:(∫
f(x)dx

)′
=
(∫

xdx

)′
= (

1
2
x2 + C)′ = x

i ∫
f ′(x)dx =

∫
(x)′dx =

∫
dx = x + C
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pa, ako uzmemo C 6= 0 jednakost ne vrijedi.

Zadatak 5 Koriste¢i svojstva integriranja, na�ite sljede¢e integrale:

(a)
∫
(2x2 + 1)3dx (b)

∫
(2x2 + 1)46xdx

Rje²enje:

(a)
∫
(2x2 + 1)3dx =

∫
(8x6 + 12x4 + 6x2 + 1)dx = 8

7x7 + 12
5 x5 + 6

3x3 + x + C,

(b)
∫
(2x2 + 1)46xdx =

∫
(2x2 + 1)46 1

4d(2x2 + 1) = 1
4

∫
(2x2 + 1)46d(2x2 + 1) =

1
4

(2x2+1)47

47 + C = 1
188 (2x2 + 1)47 + C

Napomena: U zadatku (b) smo, ustvari, proveli zamjenu varijabli (vidi poglavlje
Metoda supstitucije), t = 2x2 + 1.

Zadatak 6 Na�ite integrale:

(a)
∫ (x+1)(x2−3)

3x2 dx (c)
∫

x2+1
x−1 dx

(b)
∫

dx√
x+1+

√
x−1

Rje²enje:

(b) ∫
dx√

x + 1 +
√

x− 1
=

∫ √
x + 1−

√
x− 1

2
dx =

1
2

∫ √
x + 1dx− 1

2

∫ √
x− 1dx =

=
1
2

∫ √
x + 1d(x + 1)− 1

2

∫ √
x− 1d(x− 1) =

=
1
3

√
(x + 1)3 − 1

3

√
(x− 1)3 + C

(c) ∫
x2 + 1
x− 1

dx = podijelimo ta dva polinoma =
∫

(x + 1 +
2

x− 1
dx =

= x2 + x + 2 ln(x− 1) + C

Zadatak 7 Na�ite integrale:

(a)
∫

3xexdx (c)
∫

2x+1−5x−1

10x dx

(b)
∫

7x3−xdx

Rje²enje:

(a) ∫
3xexdx =

∫
ex ln 3exdx =

∫
e(1+ln 3)xdx =

=
1

1 + ln 3

∫
e(1+ln 3)xd((1 + ln 3)x) =

e(1+ln 3)x

1 + ln 3
+ C
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(c) ∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx =

∫ (
2
(

2
10

)x

− 1
5

(
5
10

)x−1
)

dx = 2
∫ (

1
5

)x

dx− 1
5

∫ (
1
2

)x−1

dx =

= . . . =
1

5 ln 2
2−x+1 − 2

ln 5
5−x + C

Zadatak 8 Na�ite integral:
∫

ax+b
cx+ddx, gdje a, c 6= 0.

Rje²enje:∫
ax + b

cx + d
dx =

a

c

∫
x + b

a

x + d
c

dx =
a

c

[∫
x + d

c + b
a −

d
c

x + d
c

dx

]
=

=
a

c

[
x +

(
b

a
− d

c

)
ln
∣∣∣∣x +

d

c

∣∣∣∣]+ C

Zadatak 9 Na�ite integrale:

(a)
∫

tanxdx (c)
∫

tan2 xdx

(b)
∫

cot xdx (d)
∫

cot2 xdx

Rje²enje:

(a)
∫

tanxdx =
∫

sin x
cos xdx = −

∫ d(cos x)
cos x = − ln | cos x|+ C

(c)
∫

tan2 xdx =
∫ (

1
cos2 x − 1

)
dx = tan x− x + C

Zadatak 10 Na�ite integrale:

(a)
∫

4
sin2(2x)

dx (c)
∫

dx
sin x

(b)
∫

dx
sin2 x cos2 x

(d)
∫

dx
cos x

Rje²enje:

(a)
∫

4
sin2(2x)

dx = 2
∫ d(2x)

sin2(2x)
= −2 cot(2x) + C

(b)
∫

dx
sin2 x cos2 x

=
∫

sin2 x+cos2 x
sin2 x cos2 x

dx =
∫

dx
cos2 x +

∫
dx

sin2 x
= tan x− cot x + C

(c)
∫

dx
sin x =

∫
dx

2 sin x
2 cos x

2
= 1

2

∫
dx

tan x
2 cos2 x

2
=
∫ d(tan x

2 )
tan x

2
= ln

∣∣tan x
2

∣∣+ C

(d)
∫

dx
cos x =

∫
dx

sin(π
2−x) = . . . = − ln

∣∣tan
(

π
4 −

x
2

)∣∣+ C

Zadatak 11 Na�ite integrale:

(a)
∫

x
√

2− 5xdx (b)
∫

x
√

2− 5x2dx

Rje²enje:

(a) ∫
x
√

2− 5xdx =
∫
−1

5
(2− 5x− 2)

√
2− 5xdx = −1

5

∫
(2− 5x)

3
2 dx +

2
5

∫ √
2− 5xdx
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=
1
25

∫
(2− 5x)

3
2 d(2− 5x)− 2

25

∫
(2− 5x)

1
2 d(2− 5x) =

=
2

125
(2− 5x)

5
2 − 4

75
(2− 5x)

3
2 + C

Zadatak 12 Na�ite integrale:

(a)
∫

e3 cos x sinxdx (c)
∫

2arctan x

1+x2 dx

(b)
∫

dx
(arcsin x)2

√
1−x2

Rje²enje:

(a)
∫

e3 cos x sinxdx = − 1
3

∫
e3 cos xd(3 cos x) = − 1

3e3 cos x + C

Zadatak 13 Na�ite integrale:

(a)
∫

ex

ex−1dx (b) dx
3x+2

Rje²enje:

(b) ∫
dx

3x + 2
=

1
2

∫
3x + 2− 3x

3x + 2
dx =

1
2

[∫
dx− 1

ln 3

∫
d(3x + 2)
3x + 2

]
=

1
2
x− 1

ln 3
ln(3x + 2) + C

Zadatak 14 Na�ite integrale:

(a)
∫

sin x−cos x
sin x+cos xdx (b) sin x+cos x

3√sin x−cos x
dx

Rje²enje:

(a) sin x+cos x
3√sin x−cos x

dx =
∫ d(sin x−cos x)

3√sin x−cos x
= . . .

1.1.1 Metoda supstitucije

Ponekad moºemo olak²ati integriranje ako danu varijablu zamijenimo nekom
prikladnijom prema slijede¢em pravilu:∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = φ(t) + C ⇒
∫

f(x)dx = φ(ϕ−1(x)) + C

Primjetimo da smo metodu supstitucije ve¢ indirektno koristili u nekim pri-
ja²njim zadacima.

Zadatak 1 Prigodnom supstitucijom rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫

x
√

1 + 3x2dx (c)
∫

x23x3
dx

(b)
∫

e
1
x

x2 dx
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Rje²enje:

(a) ∫
x
√

1 + 3x2dx =
∣∣ t = 1 + 3x2 ⇒ dt = 6xdx

∣∣ = 1
6

∫ √
tdt =

1
6

2
3
t

3
2 + C =

=
1
9
(1 + 3x2)

3
2 + C

Napomena: Na²a susptitucija ekvivalentna je donjem postupku koji smo
koristili u prija²njim zadacima:∫

x
√

1 + 3x2dx =
∫ √

1 + 3x2
1
6
d(1 + 3x2) = . . .

(b) ∫
x23x3

dx =
∣∣ t = x3 ⇒ dt = 3x2dx

∣∣ = 1
3

∫
etdt =

1
3
et + C =

=
1
3
ex3

+ C

Zadatak 2 Prigodnom supstitucijom rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫

dx
arcsin2 x

√
1−x2 (b)

∫
2arctan x

1+x2 dx

Rje²enje:

(a) ∫
dx

arcsin2 x
√

1− x2
=

∣∣∣∣ t = arcsinx ⇒ dt =
dx√

1− x2

∣∣∣∣ = ∫ 1
t2

dt = −1
t

+ C =

=
1

arcsin x
+ C

(b) ∫
2arctan x

1 + x2
dx =

∣∣∣∣ t = arctanx ⇒ dt =
dx

1 + x2

∣∣∣∣ = ∫ 2tdt

=
1

ln 2
2t + C =

1
ln 2

2arctan x + C

Zadatak 3 Odredite sljede¢e neodre�ene integrale:

(a)
∫

sin x cos x√
2 sin2 x+cos2 x

dx (c)
∫

cos x√
2 sin2 x+cos2 x

dx

(b)
∫

sin x√
2 sin2 x+cos2 x

dx

Rje²enje:

(a) ∫
sinx cos x√

2 sin2 x + cos2 x
dx =

∫
sinx cos x√
1 + sin2 x

=
∣∣ t = sin2 x ⇒ dt = 2 sin x cos x

∣∣ =
=

1
2

∫
dt√
1 + t

=
1
2
· 2
√

1 + t + C =
√

1 + sin2 x + C
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(b) i (c) sami

Zadatak 4 Odredite sljede¢i integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a)
∫

dx√
x(1−x)

, supstitucija x = t2

(b)
∫

dx√
x(1−x)

, supstitucija x = sin2 t

Rje²enje:

(a) ∫
dx√

x(1− x)
=

∣∣ x = t2 ⇒ t =
√

x i dx = 2tdt
∣∣ = ∫ 2t√

t2(1− t2)
dt =

= 2
∫

dt√
1− t2

= 2arcsin t + C = 2arcsin
√

x + C

(b) ∫
dx√

x(1− x)
=

∣∣ x = sin2 t ⇒ t = arcsin
√

x i dx = 2 sin t cos tdt
∣∣ = ∫ 2 sin t cos t

sin t cos t
dt =

= 2
∫

dt = 2t + C = 2arcsin
√

x + C

Zadatak 5 Odredite slijede¢e neodre�ene integrale:

(a)
∫

1+x
1+

√
x
dx (b)

∫
ln 2x

x ln 4xdx

Rje²enje:

(a) ∫
1 + x

1 +
√

x
dx =

∣∣ x = t2 ⇒ dx = 2tdt
∣∣ = ∫ 1 + t2

1 + t
2tdt = 2

∫
t3 + t

t + 1
dt

= 2
∫

(t2 − t + 2− 2
1 + t

)dt =
2
3
t3 − t2 + 4t− 4 ln(1 + t) + C =

=
2
3

√
x3 − x + 4

√
x− 4 ln(1 +

√
x) + C

(b) ∫
ln 2x

x ln 4x
dx =

∫
ln 2 + lnx

x(ln 4 + lnx)
dx =

∣∣∣∣ lnx = t ⇒ dx

x
= dt

∣∣∣∣ = ∫ ln 2 + t

ln 4 + t
dt =

=
∫

ln 4 + t− ln 2
ln 4 + t

dt =
∫ (

1− ln 2
ln 4 + t

)
dt =

= t− ln 2 · ln | ln 4 + t|+ C = ln x− ln 2 · ln | ln 4 + lnx|+ C

Zadatak 6 Odredite sljede¢i integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a)
∫

dx
x
√

1+x2 , supstitucija x = 1
t
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(b)
∫

dx
x
√

1+x2 , supstitucija x = tan t

Trigonometrijske supstitucije: Neka je a > 0.

1) Ako integral sadrºi radikal
√

a2 − x2, onda obi£no stavljamo x = a sin t i
dobivamo √

a2 − x2 = a cos t.

2) Ako integral sadrºi radikal
√

x2 − a2, stavljamo x = a
cos t i dobivamo√

x2 − a2 = a tan t.

3) Ako integral sadrºi radikal
√

a2 + x2, stavljamo x = a tan t i dobivamo√
a2 + x2 =

a

cos t
.

Zadatak 7 Primjenom trigonometrijskih supstitucija izra£unajte:

(a)
∫

x2
√

1−x2 dx (c)
∫√

1− x2dx

(b)
∫ √

x2+1
x dx (d)

∫
dx

x2
√

4−x2

Rje²enje:

(a) ∫
x2

√
1− x2

dx =
∣∣ x = sin t ⇒ dx = cos tdt

∣∣ = ∫ sin2 t

cos t
cos tdt =

∫
sin2 tdt =

=
∫

1− cos 2t

2
dt =

1
2

∫
dt− 1

2

∫
cos 2tdt =

=
1
2
t− 1

4
sin 2t + C =

1
2

arcsin x− x

2

√
1− x2 + C

(d) ∫ √
x2 + 1

x
dx =

∣∣∣∣ x = tan t ⇒ dx =
dt

cos2 t

∣∣∣∣ = ∫ 1
cos t

1
tan t

dt

cos2 t
=

=
∫

dt

cos2 t sin t
=
∫

sin2 t + cos2 t

cos2 t sin t
dt =

∫
sin t

cos2 t
dt +

∫
dt

sin t
=

=
1

cos t
+
∫

dt

2 sin t
2 cos t

2

=
1

cos t
+

1
2

∫
cos t

2

sin t
2 cos2 t

2

dt =

=
1

cos t
+

1
2

∫
dt

tan t
2 cos2 t

2

=
1

cos t
+ ln

∣∣∣∣tan
t

2

∣∣∣∣+ C =

=
√

x2 + 1 + ln

∣∣∣∣∣−1±
√

1 + tan2 t

tan t

∣∣∣∣∣+ C =

=
√

x2 + 1 + ln

∣∣∣∣∣−1±
√

1 + x2

x

∣∣∣∣∣+ C
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1.1.2 Parcijalna integracija

Neka su u i v neprekidno derivabilne funkcije (svojstvo neprekidnosti ne¢emo
ovdje pobliºe obja²njavati, ono za nas zna£i da je funkcija "dovoljno lijepa" da
se sa njom moºe raditi parcijalna integracija). Onda je∫

udv = uv −
∫

vdu.

Primjer 1 Primjenom formule za parcijalnu integraciju izra£unajte∫
ex sinxdx.

Rje²enje: Imamo∫
ex sinxdx = −

(∫
ex(− sinx)dx

)
=

u = ex dv = − sinx

du = exdx v = cos xdx
=

= −
(

ex cos x−
∫

cos xexdx

)
=

u = ex dv = cos x

du = exdx v = sinxdx
=

= −ex cos x + ex sinx−
∫

ex sinxdx.

Sada primjetimo da se integral od kojeg smo krenuli pojavio sa desne strane
ali sa suprotnim predznakom. Prebacimo ga na lijevu stranu i dobivamo:

2
∫

ex sinxdx = ex sinx− ex cos x

⇒
∫

ex sinxdx =
1
2
(ex sinx− ex cos x) + C

Zadatak 2 Parcijalnom integracijom rije²ite:

(a)
∫

x sinxdx (c)
∫

x2exdx

(b)
∫

x cos xdx (d)
∫

x lnxdx

Rje²enje:

(a) ∫
x sinxdx = −

(∫
x(− sinx)dx

)
=

u = x dv = − sinx

du = dx v = cos xdx
=

= −x cos x +
∫

cos xdx = −x cos x + sinx + C

(c) ∫
x2exdx =

u = x2 dv = exdx

du = 2xdx v = ex
= x2ex −

∫
2xexdx =
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=
u = 2x dv = exdx

du = 2dx v = ex
= x2ex − 2xex +

∫
2exdx = x2ex − 2xex + 2ex + C

(c)

∫
x lnxdx =

u = ln x dv = xdx

du = dx
x v = x2

2

=
x2 lnx

2
−
∫

x2 1
x

dx =

=
x2 lnx

2
− 1

2

∫
xdx =

x2 lnx

2
− x2

4
+ C

Zadatak 3 Rije²ite parcijalnom integracijom:

(a)
∫

x2
√

1+x2 dx (b)
∫

x2

(1+x2)2 dx

Rje²enje:

(a)

∫
x2

√
1 + x2

dx =
u = x dv = x√

1+x2dx

du = dx v =
√

1 + x2

= x
√

1 + x2 −
∫ √

1 + x2dx =

= x
√

1 + x2 −
∫

1 + x2

√
1 + x2

dx = x
√

1 + x2 −
∫

dx√
1 + x2

−
∫

x2

√
1 + x2

dx

Primjetimo da se po£etni integral pojavio sa desne strane i to sa suprotnim
predznakom; prebacujemo ga na lijevi stranu i dobivamo:

2
∫

x2

√
1 + x2

dx = x
√

1 + x2 −
∫

dx√
1 + x2

⇒∫
x2

√
1 + x2

dx =
x
√

1 + x2

2
− ln(x +

√
1 + x2)

2
+ C

(b)

∫
x2

(1 + x2)2
dx =

u = x dv = x
(1+x2)2dx

du = dx v = − 1
2(1+x2)

= − x

2(1 + x2)
+
∫

dx

2(1 + x2)
dx =

= − x

2(1 + x2)
+

1
2

arctanx + C

Zadatak 4 Rije²ite:

(a)
∫

x2−2x+5
ex dx (b)

∫
(x3 + 1) cos 2xdx

Zadatak 5 Primjenom parcijalne integracije rije²ite:

(a)
∫

arcsin xdx (c)
∫√

a2 + x2dx, a 6= 0

(b)
∫

x2 arctanxdx
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Rje²enje:

(a) ∫
arcsin xdx =

u = arcsinx dv = dx

du = dx√
1−x2 v = x

= x arcsin x−
∫

x√
1− x2

dx =

= x arcsin x +
√

1− x2 + C

(b) ∫
x2 arctanxdx =

u = arctanx dv = x2dx

du = dx
1+x2 v = x3

3

=
x3

3
arctanx− 1

3

∫
x3

1 + x2
dx =

=
x3

3
arctanx− 1

3

∫
x2

1 + x2

1
2
d(x2) =

x3

3
arctanx− 1

6

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
d(x2) =

=
x3

3
arctanx− 1

6

(∫
d(x2)−

∫
d(x2)
1 + x2

)
=

=
x3

3
arctanx− 1

6
(x2 − ln(1 + x2)) + C

(c) ∫ √
a2 + x2 =

∫
a2 + x2

√
a2 + x2

dx =
∫

a2

√
a2 + x2

dx +
∫

x2

√
a2 + x2

dx = vidi Zadatak 3 (b) =

= a2 ln(x +
√

a2 + x2) +
x
√

a2 + x2

2
− a2

2
ln(x +

√
a2 + x2) + C =

=
a2

2
ln(x +

√
a2 + x2) +

1
2
x
√

a2 + x2 + C

1.1.3 Integriranje racionalnih funkcija

Za integriranje racionalnih funkcija naj£e²¢e koristimo metodu neodre�enih ko-
e�cijenata i metodu Ostrogradskog koju ovdje ne¢emo opisivati.

Metoda neodre�enih koe�cijenata: Nakon odvajanja cijelog dijela, in-
tegriranje racionalne funkcije svodimo na integriranje pravog racionalnog raz-
lomka:

P (x)
Q(x)

gdje su P (x) i Q(x) polinomi takvi da je stupanj polinoma P (x) manji od
stupnja polinoma Q(x). Ako je

Q(x) = (x− x1)α1 . . . (x− xn)αn

gdje su x1, . . . , xn razli£iti realni korijeni polinom Q(x) a α1, . . . , αn prirodni
brojevi, onda gornji razlomak moºemo rastaviti na parcijalne razlomke:

P (x)
Q(x)

=
A11

x− x1
+

A12

(x− x1)2
+ . . . +

A1α1

(x− x1)α1
+ . . .

. . . +
An1

x− xn
+

An2

(x− xn)2
+ . . . +

Anαn

(x− xn)αn
.
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Neodre�ene koe�cijente A11, A12, . . . , Anαn
nalazimo tako da gornji identitet

svedemo na cijeli oblik pa izjedna£imo koe�cijente s istim stupnjem varijable x
ili tako da za x u tu istu jednadºbu uvrstimo prikladne brojeve.

Primjer 1 Izra£unajte integral
∫

x2−5x+9
x2−5x+6dx

Rje²enje: U zadanom integralu prvo odvajamo cijeli dio:

x2 − 5x + 9
x2 − 5x + 6

=
x2 − 5x + 6 + 3

x2 − 5x + 6
= 1 +

3
x2 − 5x + 6

pa imamo∫
x2 − 5x + 9
x2 − 5x + 6

dx =
∫

dx +
∫

3
x2 − 5x + 6

dx = x + 3
∫

dx

x2 − 5x + 6

Sada je u brojniku P (x) = 1 ²to je niºeg stupnja nego Q(x) = x2 − 5x + 6 u
nazivniku. Vrijedi:

Q(x) = x2 − 5x + 6 = (x− 3)(x− 2).

Stoga rastavljamo na² razlomak na sljede¢e parcijalne razlomke:

1
x2 − 5x + 6

=
1

(x− 3)(x− 2)
=

A

x− 3
+

B

x− 2
.

Traºimo keo�cijente A i B.

Prvi na£in: svodimo na² identitet na cijeli oblik i izjedna£ujemo koe�cijente
s istim stupnjem varijable x.

1
x2 − 5x + 6

=
A

x− 3
+

B

x− 2

/
(x− 3)(x− 2) ⇒

1 = A(x− 2) + B(x− 3) ⇒
1 = (A + B)x− 2A− 3B

iz £ega slijedi A + B = 0 i − 2A− 3B = 1 ⇒
A = 1 i B = −1

Drugin na£in: nalazimo A i B tako da uvrstimo zgodne vrijednosti za x u
jednadºbi 1 = A(x− 2) + B(x− 3), npr.

x = 2 ⇒ 1 = −B ⇒ B = −1
x = 3 ⇒ 1 = A ⇒ A = 1

Sada imamo:∫
x2 − 5x + 9
x2 − 5x + 6

dx = x + 3
∫

dx

x2 − 5x + 6
= x + 3

∫ (
1

x− 3
− 1

x− 2

)
dx =

= x + 3 ln |x− 3| − 3 ln |x− 2|+ C = x + 3 ln
∣∣∣∣x− 3
x− 2

∣∣∣∣+ C.

Primjer 2 Na�ite integral:
∫

5x2+6x+9
(x−3)2(x+1)2 dx.
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Rje²enje: Direktnim uvr²tavanjem provjerimo da 3 i −1 nisu nule polinoma
u brojniku pa je, prema tome, razlomak skra¢en do kraja. Rastavljamo ga na
parcijalne razlomke:

5x2 + 6x + 9
(x− 3)2(x + 1)2

=
A

x− 3
+

B

(x− 3)2
+

C

x + 1
+

D

(x + 1)2
⇒

5x2 + 6x + 9 = A(x− 3)(x + 1)2 + B(x + 1)2 + C(x− 3)2(x + 1) + D(x− 3)2

Uvr²tavamo pogodne vrijednosti za x:

x = 3 ⇒ = 5 · 9 + 6 · 3 + 9 = B · 16 ⇒ B =
72
16

=
9
2

x = −1 ⇒ = 5− 6 + 9 = D · 16 ⇒ D =
8
16

=
1
2

Sada vratimo dobivene vrijednosti u po£etnu jednadºbu i imamo:

2(5x2 + 6x + 9) = A(x− 3)(x + 1)2 + 9(x + 1)2 + C(x− 3)2(x + 1) + (x− 3)2.

To dalje ra£inamo i izjedna£avamo koe�cijente uz potencije od x:

10x2 + 12x + 18 = A(x− 3)(x2 + 2x + 1) + 9(x2 + 2x + 1)2 +
+ C(x2 − 6x + 9)(x + 1) + (x2 − 6x + 9) =

= A(x3 − x2 − 5x− 3) + 9(x2 + 2x + 1) + C(x3 − 5x2 + 3x + 9) + (x2 − 6x + 9)
koe�cijenti uz x3 : A + C = 0

slobodni koe�cijenti : −3A + 9 + 9C + 9 = 18 ⇒ −3A + 9C = 0
⇒ A = 0 i C = 0.

Stoga slijedi:∫
5x2 + 6x + 9

(x− 3)2(x + 1)2
dx =

∫ (
9

2(x− 3)2
+

1
2(x + 1)2

)
dx =

= − 9
2(x− 3)

− 1
2(x + 1)

+ C

(ovdje je C u zadnjem redu kao i obi£no oznaka za konstantu, te nema veze za
C iz rastava na parcijalne razlomke).

Zadatak 3 Rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫

x3+x+1
x(x2+1)dx (b)

∫
dx

(x−1)(x+2)(x+3)

Rje²enje:

(a) Brojnik je istog stupnja kao i nazivnik pa prvo dijelimo polinome:

x3 + x + 1
x(x2 + 1)

=
x3 + x + 1

x3 + x
= 1 +

1
x3 + x

Sada imamo: ∫
x3 + x + 1
x(x2 + 1)

=
∫

dx +
∫

dx

x3 + x
.
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Rastavljamo razlomak u drugom integralu na parcijalne razlomke:

1
x3 + x

=
A

x
+

Bx + C

x2 + 1
⇒

1 = A(x2 + 1) + (Bx + C)x ⇒
A + B = 0, C = 0, A = 1 pa B = −1

Slijedi: ∫
x3 + x + 1
x(x2 + 1)

dx =
∫

dx +
∫

dx

x
−
∫

x

x2 + 1
dx =

= x + ln |x| − 1
2

ln(x2 + 1) + C

b) Ovdje u nazivniku imamo jednu realnu, ve¢ istaknutu nulto£ku i polinom
drugog stupnja pa odmah traºimo koe�cijente:

1
(x− 1)(x2 + x + 1)

=
A

x− 1
+

Bx + C

x2 + x + 1
⇒

1 = A(x2 + x + 1) + (Bx + C)(x− 1) ⇒

nakon izjedna£avanja uz stupnjeve ⇒ A =
1
3
, B = −1

3
, C = −2

3

Sada imamo:∫
x3 + x + 1
x(x2 + 1)

dx =
1
3

∫
dx

x− 1
− 1

3

∫
x + 2

x2 + x + 1
dx =

=
1
3

ln(x− 1)− 1
6

∫
2x + 1

x2 + x + 1
− 3

6

∫
dx

x2 + x + 1
dx =

=
1
3

ln(x− 1)− 1
6

ln(x2 + x + 1)− 1
2

∫
dx

(x + 1
2 )2 + 3

4

dx

i ovaj zadnji integral je o£ito arctan pa dovr²ite sami.
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